DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. ps 
MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. f) 1) 


UNIDAD 3. INTEGRAL INDEFINIDA. 





IES LA BAHIA 


1. Integral indefinida de una función. 


Dada una función f, se dice que una función F es una función primitiva de f si F =f. 
Ejemplo 1: F(x) = Inx es primitiva de f(x) = E porque F(x) =f(x) 

x 
Ejemplo 2: F(x) = senx es primitiva de f(x) = cosx porque F(x) = f(x) 


Si una función tiene primitiva, entonces tiene infinitas primitivas, diferenciándose todas ellas 
solo en una constante. 


Demostración: si F es una función primitiva de una función f, entonces F + k, k € R, también 


es función primitiva de f ya que (F+kY =F +k'=F+0=F -=f 


Se llama integral indefinida de una función f al conjunto de todas sus primitivas. 


Se representa por fe (x) dx . Se lee “integral indefinida de f(x) respecto a x”. 


La función f recibe el nombre de integrando y la variable x se llama variable de integración. 


Si F es una primitiva de f, entonces feo dx = F(x)+k, donde k € R 


Al número k € R se le llama constante de integración. 


Ejemplos: f dx=lnx+k  keR feosx dx=senx+k keR 
xX 


2. Propiedades de la integral indefinida. 





P1. La integral del producto de un número real por una función es igual al producto de dicho 


número por la integral de la función: fe -f(x)dx =c- fiw dx YceR 


P2. La integral de la suma/resta de dos funciones es igual a la suma/resta de las integrales de 
cada función: f CJ 8(x)) dx = f f(x) dx + f ads 


Ejemplo: fe + 3cosx — 5) dx = fe dx +3: [cosx dx- f5 dx = e* + 3senx-5x+k keR 


Nota: la integral del producto de funciones no es igual al producto de las integrales de 
tada función: f reda f £(x) dx f (de 
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3. Integrales inmediatas. 


En la siguiente tabla, la letra u representa a una función que depende de x, es decir, u = u(x) 
y el número real k es la constante de integración. 


TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS 






































ELEMENTALES COMPUESTAS 
Jedx=0-x+k CER 
m+1 m+1 
[ra= +k mEQ ml [rwa +k mEQ ml 
m+1 m+1 
[Zax=1Impyj+k f= w dx =Imju]+k 
xX u 
fe dx =e* +k fet w dx=e" +x 
až > a" 
faz ax = +k acR a>0 far ax= +k acR a>0 
Ina Ina 
| senx dx ==cosx+k fsenu u dx =-cosu +k 
f cosx dx =senx +x f cosu- u’ dx =senu +x 
1 1 f 
f a dx =tgx +k f zu dx =tgu +k 
cos? x cos? u 
fatte?) dx =tgx +k [0+ tgu): u dx =tgu+k 
1 1 A 
f dx =- cotgx +k f -u dx =- cot gu +k 
sen?x sen*u 
fa + cot g°x) dx = —co tgx + k fa + cot g°u) - u’ dx = —co tgu + k 
f E dx =arctgx + k f l -u dx = arctgu + k 
1+x? 1+u? 
1 1 
dx = arcsenx + k f - u dx = arcsenu + k 
la y1—u? 


4. Integración por cambio de variable (o por sustitución). 


Consiste en sustituir la variable x por otra variable t, utilizando alguna relación matemática 
entre ambas. El éxito final depende de una elección adecuada del cambio de variable. 


Nota: al aplicar este método hay que tener en cuenta lo siguiente: df(x) = f'(x): dx 


Ejemplo 1: fcos4x dx = [cost E == cost dt == sent+k -EPE ik 


CV 4x=t > d(4x)=dt > 4-dx=dt => dx=(dt/4) 


2 9 
EE k 


9 
Ejemplo 2: foxe? +25)8 dx= [6.4 E dt=3 +k - 


CV x? +25=t > d(x?+25)=dt => 2x-dx=dt => x-dx=(dt/2) 
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1 dt 


Inj6 + x*| k 
Po A 








Ejemplo 3: | £ dx= f $1. [Lat=2 Imp] +k= 
J6+x? 3 Jt 3 


CV 6+xP=t > d(6+x?)=dt => 3x?-dx=dt = x?*-dx=(dt/3) 


1 3t y 37 


—+k = +k 
5 In3 5ln3 





Ejemplo 4: p dx = fs: = -2 fa! dt 


CV 5x+1=t > d(5x+1)=dt => 5- dx=dt => dx=(dt/5) 


5. Integración por partes. 


Consiste en establecer adecuadamente dos partes, u(x) y dv(x), en la expresión f(x)-dx. 
La parte elegida como dv(x) debe incluir al término dx. 


Finalmente se aplica la siguiente fórmula: fw -dv(x) = u(x) - v(x) — IS -du(x) 
Ejemplo 1: fke dx= fu -dv@)=x-e* - fe -1-dx=x-e*-e*+k keR 
ass. Siid de f Eire 


Ejemplo 2: [mx dx = [uo dv@)=x-Inx- fx-Ż-dx=x-Inx-x +k keR 
xX 


u(x)=lnx => du(x)=(1/x)-dx dv(x)=dx > v(x)= f dx =x 


Ejemplo 3: fe -senx dx = —x? cosx — [-cosx) -2x dx =-x*cosx + 2fx -COSX dX = 


2 2 


= —xźí cosx + 2 - (x - senx + cosx) + k =-x%“cosx + 2x - senx + 2cosx + k keR 
u(x)=x? =>  du(x)=2x-dx dv(x) =senx dx > v(x)= [senx dx ==cosx 


f cosx dx=x-senx- | (senx)-1 dx = x -senx — (— cos X) = X -senx + Cos X 


u(x)=x => du(x)=1-dx dv(x)=cosxdx => v(x)= feosx dx = senx 


6. Integración de funciones racionales. 





Dada una integral del tipo Í E dx , donde p(x), q(x) son polinomios, se trata de expresar el 
q(x 


integrando como suma de fracciones, cada una de ellas con un polinomio irreducible por 
denominador. En el último paso de este método, hay que aplicar alguna de estas integrales: 


f 1 dx = 1n|x -a|+k f 


x-a 


1 


Een keR 











1 dx 
(x-a)” 
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Caso 1. Grado (p(x)) < Grado (aq(x)) 
Caso 1.1. Todas las raíces del polinomio q(x) son reales y simples. 


Ejemplo: ¡== x Las raíces de q(x) son 3 (simple) y 4 (simple) 
x? -7x +12 


Primero se averigua la expresión del radicando como suma de fracciones: 








5x-1 A B 5x-1 A- (x-4) B-(x-3) 
= + > = + 
x? -7x +12 x-3 x-4 x? —7x+12 (x-3) (x-4) (x-3) (x-4) 
> x-l=(A+B)x-4A-3B > A+B=5, -4A-3B=-1 > A=-14,B=19 


bx -—1 
x? -7x +12 








Por lo tanto, f dx= | ax+| dx =—14Imfx 3 +19Im|x -4|+ k keR 
X 


x-3 


Caso 1.2. Todas las raíces del polinomio q(x) son reales pero alguna/s son múltiples. 


2 
Ejemplo: Ji Las raíces de q(x) son 1 (doble) y —2 (simple) 
x? — 3x + 


Primero se averigua la expresión del radicando como suma de fracciones: 


2x?+2x A B C 
x? —3x+2 (x-1 x-1 x+2 





2x? + 2x A-(x+2) ¿B6-D06+2, C-(x-1y? 


x3-3x+2 (x-12-(x+2 (x-D2-(x+2) (x-1?-(x+2) 





> 2x?+2x=A-(x+2)+B-(x-D(x+2+C-(x-1? => 
5 Biia ABI: 2A IBICO -0 S A=5B=2,0=> 


En consecuencia, 


da= |i atj a= 2 + Lamp 1]+ Enk + 2+ k 
3J (x —1)? x-1 9) x +2 ax-1) 9 9 





| 2x2 + 2x 
x? -3x +2 


Caso 1.3. En la factorización del polinomio q(x) aparece algún polinomio de segundo 
grado irreducible (equivalentemente, q(x) tiene raíces complejas). 


En este caso, la descomposición del radicando como suma de fracciones presenta algún 
Mx+N ; : ; : 
sumando de la forma S donde el polinomio x? + bx +c es irreducible. 
x“+bx+c 


Si las dos raíces complejas conjugadas del polinomio x? +bx +c son u+v-i, entonces la 
integral de este sumando es de la forma neperiano — arcotangente: 











f M a sp da ci E 
x? +bx+c 2 v v 
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Demostración: 


f Mx+N a M(x -u) f Mu+N gjg u) agg 


x? +bx+c Geaa u)? +v? 
En y l/v 
[(x-u)/ v]? +1 


x- E 





M 
+ (Mu + Ma dx = zme —uy? + v2|+ 


Saro 2 Je 
x+5 


Ejemplo 1: == ax x? -x2+x-1=(x-1)-(x? +1) x? +1 es irreducible 
x*—-x2+x-1 








= Mink? + bx + c| + 
2 


Las raíces de q(x) son 1 (simple) y las complejas +i 


Primero se averigua la expresión del radicando como suma de fracciones: 


x+5 A ¿ Mx+N N x+5 _ A- (3?+1) ¿ Mi +N) &-1) 
-x2+x-1 ar x? +1 x3-x2+x-1 (x-1) (x?+1) (&-1) (3? +1) 








x8 


> x+5=A-(x2+1)+(Mx+N)-(x-1) > A+M=0,N-M=1,A-N=5 > 


> A=3,M=-3,N=-2 


En consecuencia, 


3 -3x-2 
jz e A aj a a 


a ai 241 dx 2/7 














1 
dx-2 [2 dx = 








7% = 31n|x -1|- Simp? + 1 — 2arctgx + k 


dx  —x*+1=(x+1)-(x2-x+1) x? —x+1 es irreducible 





Ejemplo 2: | 1 
x8 +1 
Las raíces de q(x) son —1 (simple) y las complejas 1,3; 


Primero se averigua la expresión del radicando como suma de fracciones: 








1 A Mx+N 1 A-(x2-x+1) (Mx + N) -(x +1) 
> + > = + 
x3+1 x+1 x2-x+1 x? +1 (x+D)-62-x+1) (x+1) &?-x+1) 


> 1=A.(x?-x+1)+(Mx+N) &+1) > A+M=0,M+N-A=0,A+N=1 > 


> A=1/3,M=-1/3,N =2/3 


En consecuencia, 








aa [EHEER ag Linesin? -x + 1+ arctg al +k 
2-x+1 3 6 3 


E Te => T X J3 
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Caso 2. Grado (p(x)) > Grado (q(x)) 


En este caso, se realiza la división de polinomios, obteniéndose un polinomio cociente c(x) y un 
polinomio resto r(x), donde grado(r(x)) < grado(q(x)). 


Dado que en toda división se cumple que p(x) = q(x): c(x) + r(x), si se divide toda la expresión 








por q(x) se obtiene la igualdad pa els ma donde grado(r(x)) < grado(q(x)). 
q(x 
En consecuencia, se puede expresar pe dx = few dx + as , donde la primera integral 
q(x 


es la de un polinomio y la segunda pertenece al caso 1. 


-2x +2 


3 
Ejemplo: para hallar Jj dx 
x 





3_ 
dx , se descompone como ¡[Ex = fs dx +| 
X — 


expresión obtenida mediante la división de x? — 2x + 2 entre x? -2 


Como la segunda integral pertenece al caso 1, se averigua la expresión del radicando como 
suma de fracciones: 


2 A B 2 A -(x + 4/2) B- (x — 4/2) 


22 da da VL GD Aid NDER) 
> 2=(A+B)-x+4Y2A-/2B > A+B=0, v2A-V/2B=2 > A= 


En consecuencia, 


ESSE Bj 1 > 2 [La e k dal Panes 2 e 


Nota: no necesariamente todas las integrales racionales tienen que resolverse siguiendo las 
pautas indicadas anteriormente. Algunas de ellas se pueden resolver de forma más sencilla 
mediante alguna integral inmediata o un cambio de variable adecuado. 


¿ 2x+1 Es 1 1 
Ejemplo 1: | —>=——— dx Latet k = -— +k = - ~ +k keR 
(x? +x +1) =2 2t? 2(x? +x +1)? 


CV x?+x+1=t > d(x?2+x+1)=dt > (2x+1)-dx=dt 


Inx* +x +7 EEN 





Lel de fZ- n+- 


Ejemplo 2: j= 
xt +4x+7 t4 


AE E E E E E a (+) a E 








. 2x 1 1 t 
Ejemplo 3: a | dt = q arota| y Je gara 3 -Jex keR 


CV x?=t > d(x?)=dt => 2x-dx=dt 
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7. Integración de funciones trigonométricas. 


Algunos casos de integrales donde aparecen términos trigonométricos son los siguientes: 


Caso 1. fsen™x -cos” x dx, donde m es impar o n es impar. 


— Si m es impar, se aplica el cambio de variable t = cosx 

— Si n es impar, se aplica el cambio de variable t = senx 

Nota 1: si los dos son impares, se puede aplicar uno cualquiera de los dos cambios anteriores. 
Nota 2: si uno de los dos factores no aparece, se interpreta que su potencia es cero (par). 


_sentx 
4 


+k 





4 
Ejemplo 1: [sen%xcosx dx = fe dt = > +k 


CV senx=t > dí(senx)=dt =  cosx-dx=dt 

Ejemplo 2: 

[senTx dx = [sens senx dx = [sen?x)senx dx = fa - t?) (-dt) = fes - 31% + 3t? —1) dt = 
t 3t? cos’x 3cosřx 


— -= +t? -t+k= 
T 5 T 5 





+ cos? x — cosx +k 


CV cosx=t = d(cosx)=dt = —senx-dx=dt = senx dx= -dt 


Caso 2. fsen™x -cos” x dx, donde m y n son pares. 


Si aparecen los dos factores (m + 0 y n 0), en el primer paso se aplica el siguiente cambio: 


sen2x 





senx : cosx = 


Por otra parte y de forma general, se utilizan alguno/s de los siguientes cambios: 


1-cos2a 2 1+c0520 
———— cos“ a, = == 
2 2 


sen?a = 


donde el ángulo æ puede representar indistintamente a un ángulo de la forma: x, 2x, 4x ... 


Ejemplo: 
sen2x Y' 1 1 p(1-cosá4x Y 
[sentxcos! x dx = | (senx cosx)* dx = Í dx = | (sen? 2x)? dx = Í dx = 
2 16 16 2 








= Z fa- cos4x)? dx = E [0 2c0s4x + cos? 4x) dx = 5 [fi dx - 2f cos4x dx + [ cos? Ax dx]= 


E dx - 2| cos4x ax [E al- Effa dx - 2f cos4x dx + [7 dx +ž fcos8x dx > 


1 | sen4x 1 1 sener 1 | sen4x 1 sener 1 sener 
x-2 +=x+2 x- +=x+ Sa 


== = ——| 3x — sen4x + 
64 2 2 8 2 2 16 l 


aran +k 
64 
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Caso 3. fRíenx, cosx) dx , donde R(senx, cosx) es una expresión fraccionaria en la 


que aparecen senx o/y cosx. 


Caso 3.1. Si al sustituir en dicha expresión senx por (—senx) y cosx por (—cosx), 
respectivamente, la expresión no varía, entonces se aplica el siguiente cambio de variable: 


1 


t 1 
cosx = dx = — 
V1+t? y1+t2 1+t2 








CV t=tgx senx = dt 











Ejemplo: 
A A CS A A A o O 
re x PE | (3 1 1+t2 H | t3 z | 1 is 
Ja+t2) Ja+ty 
2 1 t? 1 te?x 1 
= ftat [des [at +2 Imp] +k y telten 3, + k 


Caso 3.2. Si los términos senx ó cosx aparecen en el denominador elevados a 1, entonces se 
aplica el siguiente cambio de variable: 








42 
CV t= tgl Ž senx = cosx = —— ece 
2 Lito 1+t2 1++t2 
Ejemplo: 
2 
| a [H at Hat [at +f dt = fitt- Imp. -tjk = 
cosx 1-t? 1+t? 1-1? 1+t l-t 








X X 
1+t lnl -t 


Caso 4. feos (ax) - cos (bx) dx , [sen (ax) - sen (bx) dx sen (ax) - cos (bx) dx , donde a,b € Z 








Para cada una de estas integrales se aplican los siguientes cambios: 
cos (ax) - cos (bx) = 5 . [cos(a + b)x + cos(a — b)x] 
sen (ax) - sen (bx) = Z . [E cos(a + b)x + cos(a — b)x] 


sen (ax) - cos (bx) = Z . [sen(a + b)x + sen(a — b)x] 
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